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强夯加固的动态有限元法分析研究
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摘 要 在动态形函数的基础上，提出了强夯动力计算的动态有限单元法，建立和推导了相关的有

限元公式 .该方法克服了以往一般有限元法计算强夯动力问题时无法考虑加固土质振动特性等缺
点，能较实际地反映强夯加固的动力特性 .并编制了动态有限单元法计算程序，经实例计算表明，结
果是较满意的，说明文中所提出的方法正确可行 .
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目前，强夯问题的有限元法分析，均采用与静力分析相同的位移形函数，即不考虑振动因素所产生的影

响，可称之为一般动力有限元法 .实际上，对于动力加固问题，单元位移函数不仅与单元形状及所选坐标有
关，还与土质自振频率有关 .因此，在进行强夯的动力有限元分析时，采用只与坐标有关的位移形函数显然与
实际情况不符，必然存在一定的误差 .本文在文献［1］的动态形函数概念的基础上，采用一种考虑土质振动特
性的有限元法，即动态有限单元法［2］来分析强夯动力问题 .该方法将弥补一般动力有限元法无法反映自振频
率影响的不足，可以对成层土或基岩埋深不同等情况进行工程计算 .另外，结合强夯法加固的特点，在轴对称
坐标上用动态有限元法建立并推导计算公式，又编制了有限元程序 .

1 轴对称动态有限元公式的建立和推导

1 .1 动态形函数矩阵
当结构振动时，其振动位移场不仅与时间 t 有关，而且还与振动频率有关，因此合理的位移模式应为［3］

u（ t）=［N（x，y，z，ω）］TU（ t）
式中：u（ t）———单元内任意一点的位移列阵；U（ t）———单元结点位移列阵；N（ x，y，，z，ω）———单元动态形
函数；ω———结构的固有频率 .
动力问题的轴对称平衡微分方程的位移形式为：
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式中：μ———土的泊松比；p———土的密度，g / cm
3；E———土的弹性模量，kPa；ur，uz———土体内任一点的位移 .

参照一般有限元法，三角形三结点单元内任一点的位移可写成

Ur = ∑
3

i = 1
Nriui Uz = ∑

3

i = 1
Nriwi （2）

式中 ui，wi 为结点位移 .

将式（2）按频率展开为 Uk = ∑
∞

r = 0
ωrNrkqeiωt （k = r，z） （3）
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式中：eiωt———指数衰减函数；q———相应于单元结点位移列阵 u 的振幅列阵 .
将式（3）代入（1）中，在满足精度要求的前提下将其展开，取前三项得三对控制方程为：
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其中 a1 = 2（1 -μ）
1 - 2μ

a2 = 1
1 - 2μ β = 2（1 +μ）pE

Nir，Niz（ i = 0，1，2，）分别为 r，z 方向的（零阶、一阶和二阶）动态位移形函数 .
根据位移形函数满足完备性和连续性的要求，N0r和N0z应满足：

r = ri，z = zi，ur = Ui，uz = Wi r = rj，z = zj，ur = Uj，uz = Wj

r = rm，z = zm，ur = Um，uz = Wm
（10）

式中 U，W 为边界位移 .而对于 N1r，N1z和N2r应满足单元边界处为零的条件 .
对于三角形单元，式（4）和式（7）的齐次方程可取如下形式的解：

N0ru = C1 + C2 r + C3 z N0zw = C4 + C5 r + C6 z （11）
式中待定系数 C1 ~ C6可根据式（10）确定 .将式（10）代入式（11）可得到线性方程组：

GC = U
式中：G———系数矩阵；C———待定系数列向量，分别为
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由以上可得 N0k =［1 r z］G-1 （k = r，z） （12）
对于式（5）和（8）中的一阶动态形函数，可假设为：

N1kU = Di + Di+1 r + Di+2 z （k = r，i = 1；k = z，i = 4）

式中 D1 ~ D6为待定系数 .
根据形函数满足在单元边界上为零的条件有
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对于一给定单元，已知系数矩阵 G - 1不为零，因此对应的一阶动态形函数应为 N1k = 0（k = r，z）.
对应于式（6）和（9）中的二阶动态位移形函数可假设为：

N2kUk = Ai + Ai+1 r + Ai+2 z -β（
Ci
4a1

r2 +
Ci
4 z2 +

Ci+1
12a1

r3 +
Ci+1
4 rz2 +

Ci+2
4a1

r2 z +
Ci+2
12 z3） （13）

（k = r 时，i = 1；k = z 时，i = 4）
A1 ~ A6为待定系数，根据在单元边界上为零的条件来确定，应有：

0 = GA -βHrC （14）

32第 27卷第 3期 宋修广等 强夯加固的动态有限元法分析研究



式中：A———待定的系数列阵；Hr———系数列阵：
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由式（14）得 A =βG-1HrC
则 r，z 向的二阶动态位移形函数矩阵的一般表达式为：
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综上所述，三角形三结点的二阶动态位移形函数矩阵为：

Nr = N0r +ω2N2r Nz = N0z +ω2N2z （15）

1 .2 轴对称动态有限元刚度和质量矩阵的建立
单元的动态形函数确立之后，可按动力有限元法中的类似方法推导单元的刚度矩阵和质量矩阵 .

1 .2 .1 刚度矩阵
根据动态有限元法的概念有 B = B0 +ω2B2

式中：B0———静力轴对称有限元法的应变矩阵；
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劲度矩阵 Ke ≈ K0
e +ω4K2

e

表 1 均质地基情况下两种方法计算沉降量的比较
Table 1 Comparsion of two methods in the case

of homogeneous foundation

夯击
次数
变形模量

/ kPa ω
沉降量 /m

动力有限元法 动态有限元法

1 6370 .0 5 .30 0 .1305 0 .1297
2 9114 .0 6 .34 0 .0900 0 .0761
3 12211 .0 7 .03 0 .0800 0 .0705
4 13034 .0 7 .58 0 .0715 0 .0645
5 14602 .0 8 .02 0 .0652 0 .0513
总计 0 .4372 0 .3921

表 2 基岩处于不同深度用两种方法计算沉降量的比较
Table 2 Calculated settlements comparison of two methods

in case of bedrock at different depths

土层深度

h /m ω
沉降量 /m

动力有限元法 动态有限元法

2 .0 15 .9 0 .1145 0 .0752
3 .0 11 .5 0 .1156 0 .0998
4 .0 9 .06 0 .1154 0 .1092
5 .0 8 .58 0 .1154 0 .1127
7 .0 8 .32 0 .1154 0 .1148

注：计算时变形模量 E土 = 6 .37MPa，E岩 = 2 .0 × 104 MPa .

1 .2 .2 质量矩阵
单元的质量矩阵

Me =∫
e

NTNdv =p∫
e

2πrNTNd rd z ≈ M0
e +ω4M2

e

由上述单元刚度矩阵和质量矩阵即可组合成总刚

度与总质量矩阵，结合边界条件即可进行强夯的动力

计算 .
1 .2 .3 基频ω的计算
当体系的劲度矩阵 K 以及质量矩阵M 已知后，

则体系的自振频率ω可由下式［4］确定
Kδ = ω2Mδ

此式是ω2 的 n 次代数方程，由此可求出 n 个自振频
率，基频ω是其中最小的自振频率；δ为结点位移列
阵 .

2 算 例 分 析
利用本文建立的公式，运用 Wilson—θ法对两种

情况进行计算与比较：即均质地基情况和地基有基岩

的情况 .现以河北秦皇岛码头堆场工程为例，该码头堆
场为天然沉积细砂，变形模量 E 为 6370 kPa，夯锤质量
10 t，落距为 13m，锤底面积为 4m2，实测五击后夯坑深 0.37m，计算结果见表 1，2 .
从表 1可看出：（a）动态有限元法计算沉降值较接近实测值，说明基频的影响是对动力有限元法的一种
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修正，考虑其影响，可提高计算精度 .（b）两种方法计算结果的相对误差随着变形模量 E 的增大而加大，因为
E 增大ω亦加大，动力特性的影响也变得明显了 .
自表 2可以看出：（a）考虑基岩影响时，两种方法的计算值相差较大，基岩埋深越浅，其差值越大 .这是

由于基频随着基岩深度的减小而增大的原因，此时若仍然采用动力有限元法简单计算显然不合理 .而且本文
计算中仅考虑ω的二次幂，若考虑ω的高次幂，其影响将更明显；（b）动态有限元法计算中，沉降量随着基岩
深度的增加越来越大，说明动态有限元法能很好的反映出基频ω这一主要动力参数对动力计算成果的影
响；相反，对于一般动力有限元法，由于它无法考虑基频ω的影响，因而不能很好地反映基岩埋深程度的影
响，由此可见，对于硬密土或基岩埋深较浅时，应采用动态有限元法为宜 .（c）ω越小，两种方法的计算值差别
越小，由此可以认为，一般动力有限元法是动态有限元法在ω = 0时的特例（从动态有限元法的表达式亦可
得出这一结论）.

3 结论及建议

a. 通过算例分析比较，动态有限元法的计算结果与实测值十分吻合，这表明本文提出的强夯问题的动
态有限元法是一个合理可行的方法，这一方法弥补了一般动力有限元法在求解强夯问题时不能考虑基频等

振动因素影响的这一严重缺陷 .
b. 从算例可以看出，基频与土的硬度、土质、泊松比等有关，硬密土基频较大，而松软土基频较小；因此，

对均质松软土地基，两种方法的计算结果差别较小；此时，可以用一般动力有限元法近似计算；但对于基频较

大的硬密土或有基岩的地基，此时两种方法计算的结果差别较大，以采用动态有限元法为宜，该法能充分反

映基频这一重要动力特征的影响，提高计算精度 .
c. 本文为强夯的动力计算提供了一种新的尝试方法，文中主要对动态有限元方法作了详细的介绍和公

式推导，但仍有某些问题需要进一步探讨和研究，如选用较合理的弹塑性本构模型，单元可发展多种形态加

以对比等 .
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Study on Dynamic Consolidation
by Finite Dynamic Element Method

Song Xiuguang Lu Shengsong
（Research Institute of Geotechnical Engineering，Hohai Univ .，Nanjing 210098）

Li Weiyin
（Jinan Highway Administrative Bureau，Jinan 250012）

Abstract Based on the concept of dynamic shape function，a finite dynamic element method（DEM）is developed for the
compulation of dynamic consolidation . Formulas of the DEM are also derived. This method overcomes the shortcomings of
conventional finite element methods，i . e .，the vibration characteristics of the soil to be consolidated cannot be considered.
Therefore it reflects practically the dynamic characteristics of consolidation . The programs for the DEM are also compiled.
Results of practical calculation show that the method is correct and feasible .

Key words dynamic shape function；finite dynamic element method；dynamic consolidation method
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